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Tragheitsmomente nach Inglis und das Bohr-van-Leeuwensche Theorem

Von GeruART LUDERS *

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 15 a, 371—377 [1960] ; eingegangen am 24. Februar 1960)

It has been stated by Borr and MorreLson that Incris’ method for the theoretical determination of
moments of inertia of deformed nuclei, in the limit of a great number of non-interacting particles
leads to the moment of inertia of rigid rotation. Recently doubts have been raised regarding the
general validity of this statement. In the present paper the proof of the assertion is given in detail
and its relation to the Borr—van-Leeuwex theorem is discussed.

Die Rotationsbanden schwerer Atomkerne! stellen
eine der faszinierendsten kernphysikalischen Erschei-
nungen dar, die wihrend der letzten Jahre entdeckt
wurden. Wichtigstes phanomenologisches Bestim-
mungsstiick einer Rotationsbande ist das Tragheits-
moment @, das ein Maf} fir den energetischen Ab-
stand der einzelnen Terme innerhalb der Bande bil-
det; daneben interessieren u. a. statische elektro-
magnetische Eigenschaften und Matrixelemente fiir
elektromagnetische Uberginge.

Die Behandlung des Kernrumpfes als eines in-
kompressibel wirbelfrei stromenden Trépichens? 3
fithrt (allerdings unter Vernachldssigung sehr we-
sentlicher Kopplungsterme) auf das sog. Tragheits-
moment wirbelfreier Stromung3. Das Tragheits-
moment wirbelfreier Stromung verschwindet fiir
undeformierten kugelformigen Kernrumpf: In einem
kugelformigen Tropfen ist eine wirbelfreie Stromung
unter Erhaltung der Gestalt iberhaupt nicht méglich.
Nur fiir verformten Rumpf erhélt man ein nichtver-
schwindendes Tragheitsmoment. Fiir den Zusammen-
hang zwischen Deformation und Trégheitsmoment
folgt eine definitive Vorhersage; sie kann experi-
mentell gepriift werden?. Sie erweist sich als sehr
schlecht erfiillt: Die experimentellen Tragheits-
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Entscheidend ist dabei die unabhidngige Bestimmung der

Deformation aus statischen Quadrupolmomenten oder aus

Matrixelementen fiir E2-Uberginge. In die Auswertung

dieser Daten geht die vom Modell des stromenden Tropf-

chens weitgehend unabhéngige Kinematik der Rotations-

zustdnde ein. Ganz modellunabhiangig 1Bt sich die Aus-

wertung allerdings nicht fithren; insbesondere laBt sich

der EinfluB der dufleren Nukleonen nicht unabhidngig von

einem Modell iibersehen.
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— A.Borr u. B. MorteLson, Dan. Mat. Fys. Medd. 30,
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momente sind um den Faktor 3 bis 5 grofler als das
Tragheitsmoment wirbelfreier Stromung 3, sie sind
um etwa den Faktor 2 bis 3 kleiner als das Trag-
heitsmoment starrer Rotation.

Ein ganz anderes Verfahren zur Bestimmung von
Tragheitsmomenten von Atomkernen wurde von
Incris entwickelt 3. Man betrachtet in Anlehnung an
das Schalenmodell Nukleonen, die sich ohne gegen-
seitige Wechselwirkung in einem klassisch gedreh-
ten deformierten Potential bewegen (cranking
model). Wiahlt man ein Oszillatorpotential und be-
setzt im Grundzustand nur abgeschlossene Oszillator-
schalen ©, so erhilt man gerade das Trigheitsmoment
wirbelfreier Stromung?. Bei nichtabgeschlossenen
Schalen ® erhilt man andere Werte. Man kann ins-
besondere das Triagheitsmoment starrer Rotation
herausbekommen. Bei kleinen Teilchenzahlen er-
hilt man es durch Kunstgriffe (Oszillatorpotential,
»Gleichgewichtsdeformation®). Es wurde aber schon
frith von Borr und MorreLson ® behauptet. daf sich
im Grenzfall grofler Teilchenzahlen stets das Trag-
heitsmoment starrer Rotation ergebe, und zwar im
wesentlichen mittels Uberlegungen, die denjenigen
analog sind, die zum Bonr—van-LeEeuwenschen Theo-
rem?® fiir die Bewegung geladener Teilchen in einem

Nr. 1 [1955]. Fiir verschiedene Einzelheiten vgl. Abschn. 1
der vorliegenden Arbeit.

Nur fiir nicht zu viele Teilchen ist eine solche Besetzung
sinnvoll. Die hoheren Oszillatorschalen sind nur formal de-
finiert ; energetisch iiberlappen sie.

Diese Aussage, die im iibrigen wohl auf einem rechneri-
schen Zufall beruht, ist eigentlich irrefiihrend: Man findet
nicht das Triagheitsmoment, das zur wirbelfreien Stromung
mit der Dichteverteilung im Oszillatorpotential (also einer
elementaren Verallgemeinerung der inkompressiblen wir-
belfreien Stromung) gehort, sondern dasjenige eines zu-
geordneten Ellipsoids homogener Dichte.

Man beachte, daf in diesem Modell Rumpfnukleonen und
AuBennukleonen in gleicher Weise behandelt werden.
Wir kennzeichnen das Theorem durch dieselben Autoren-
namen wie WEeisskopr in der unten genannten Vorlesung;
vgl. im iibrigen J. H. van Vieck, The theory of electric and
magnetic susceptibilities, Oxford University Press, Oxford
1932.
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duBeren Magnetfeld fiihren. Ein Beweis wurde in
der genannten Arbeit nicht gegeben; Verf. lernte
eine ausfiihrliche Beweisskizze kennen in Vorlesun-
gen, die Wersskopr im Winter 1956/57 am M. 1.T.
hielt 1°. Eine Durchfiihrung und Diskussion des Be-
weises scheint bisher nicht veréffentlicht worden zu
sein. Obwohl sich daher in explizit nachgerechneten
Beispielen ' im Grenzfall groBer Teilchenzahlen das
Tragheitsmoment starrer Rotation ergab, wurde
noch kiirzlich die allgemeine Giiltigkeit dieses Re-
sultats und sein Zusammenhang mit dem Bonr—van-
Leeuwexschen Theorem bezweifelt 2. Im folgenden
soll daher nach einer Diskussion des INcLisschen
Verfahrens (Abschn. 1) eine sorgfaltige Analyse des
Falles grofler Teilchenzahlen durchgefiihrt (Abschn. 2)
und der Zusammenhang mit dem Boar—vAaN-LEEUWEN-
schen Theorem untersucht werden (Abschn. 3).

Die Frage der Anwendbarkeit der Incrisschen
Formel auf Atomkerne, bei denen ein etwaiges mitt-
leres Potential durch die Nukleonen selbst erzeugt
wird und eine klassische Drehung dieses Potentials
nicht moglich ist, wird hierdurch nicht beriihrt. Diese
Frage scheint uns noch nicht iiberzeugend beantwor-
tet worden zu sein.

1. Trdgheitsmomente nach Inglis

Incris’ Rechenvorschrift® zur Bestimmung des
Tragheitsmoments von Atomkernen kann auf fol-
gende physikalische Modellvorstellung * zuriickge-
fiihrt werden: In einem zunéchst ruhenden dufleren
Potential bewegen sich wechselwirkungsfreie Ferm-
ionen 14, Das Potential ist um eine feste Achse (etwa
die x-Achse) drehbar. Es wird langsam (adiabatisch)
in Bewegung gesetzt. Mit der Drehung ist ein in
erster Naherung zur Winkelgeschwindigkeit @ pro-
portionaler Erwartungswert der Drehimpulskompo-
nente in z-Richtung 15 16

<LI>ID:@(’) | (1)

10 Die vorliegende Arbeit beruht sehr wesentlich auf diesen
Vorlesungen.

11 Fiir Oszillatorpotential: A.Bonr u. B. MorreLson, Dan.
Mat. Fys. Medd. 30, Nr.1 [1955]; V. F. Weisskoer, Vor-
lesungen Winter 1956/57; fiir Kastenpotential: R.D.
Awmapo u. K. A. Brueckner, Phys. Rev. 115, 778 [1959].

12 R. D. Amapo u. K. A. BRUECKNER, a. a. O.

13 Dies ist nicht die iibliche Erlduterung der Rechenvorschrift;
die hier dargelegte Auffassung empfiehlt sich insbesondere
fiir die Ubertragung auf das klassische (unquantisierte)
Problem (vgl. Abschn. 2).

14 Das Modell kann auf Fermionen mit gegenseitiger Wech-
selwirkung ausgedehnt werden; hier interessiert jedoch
gerade der Fall ohne Wechselwirkung.
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verbunden. Der Proportionalitdtsfaktor @ wird als
Tragheitsmoment des entsprechenden Atomkerns ge-
deutet.

Fir die rechnerische Durchfiihrung dieses Pro-
gramms, d. h. fir die Gewinnung der INcurisschen
Formel, sei der Ein-Teilchen-HamiLron-Operator in
dem zunichst ruhenden Potential in der Form

he= 2 47 () (2)

2m
aufgestellt. Wird das Potential jetzt mit der Winkel-
geschwindigkeit @ um die 2-Achse gedreht, so ist
der Zusammenhang zwischen einem mit dem Poten-
tial mitbewegten (kérperfesten) Koordinatenvektor 1’
und einem raumfesten Koordinatenvektor 1 gegeben

durch 17

1.:e~im/,r1" eiml,r’ (3)

wobei [, die z-Komponente des Bahndrehimpulses 18
bedeutet. Fiihrt man einen kanonischen Impuls )’
ein durch die zu Gl. (3) analoge Festsetzung

L1=e_i”‘l-”l),ei"‘]-’f. (4_)

so lautet die ScurODINGER-Gleichung fir die Bewe-
gung eines Teilchens in dem sich drehenden Potential

L'y')___e—iwl,’i(v' +l/(r’)>ei,v,1,'t,},. (5)
2m

Dabei wurde benutzt, daB3 [,=1,” ist. Ersetzt man

schliefilich die Wellenfunktion v durch
"y, (6)

Y =eiol

so gilt fiir 7" eine ScurODINGER-Gleichung mit zeit-
unabhidngigem HamirTon-Operator

i = ( P v -o 1) W (7
m

Mit dieser ScHrODINGER-Gleichung in korperfesten
Variablen ist daher ein formales Eigenwertproblem

’ ’ )2 ’ 7 ’ ’ ’
hwjz(; +V(r)—ml_,>zyj=£]- W (8)
m

15 Diese Aussage wird im Zusammenhang mit Gl. (9) ver-
scharft werden.

16 In Abschn. 1 und Anh. 1 bedeuten spitze Klammern quan-
tenmechanische Erwartungswerte im Mehr-Teilchen-Pro-
blem. Die Winkelgeschwindigkeit wird als Index angege-
ben.

17 Ist w nicht zeitlich konstant (vgl. weiter unten), so ist zu
t t

setzen U =exp[—il, [ (') dt'] Vexplily [ w(t') dt']
und entsprechend fir p .

18 Beriicksichtigt man den Spin, so erscheint hier der Gesamt-
drehimpuls (Bahn+Spin) des einzelnen Teilchens.
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verbunden. Die GrofBle ¢ stellt nur fiir ruhendes
Potential (w =0) die Energie!? dar; sie soll sonst
als Pseudoenergie bezeichnet werden.

Die Scuropinger-Gleichung im mitbewegten Sy-
stem [Gl. (7)] erlaubt unmittelbar die Anwendung
des quantenmechanischen Adiabatenprinzips 2°: An-
dert man die Winkelgeschwindigkeit w adiabatisch,
so bleibt eine Eigenlésung von Gl. (8) stets Eigen-
16sung. Dabei ist das Fehlen dauernder Entartung
vorausgesetzt; das Potential darf insbesondere nicht
drehsymmetrisch um die 2-Achse sein. Beginnt man
also bei w = 0 mit einem Eigenzustand des Hamrrron-
Operators und setzt das Potential adiabatisch in
Drehung, so geht der urspriingliche Eigenzustand in
den entsprechenden Eigenzustand von Gl. (8) iiber.
Alle Uberlegungen iibertragen sich sofort auf ein
Mehr-Fermionen-Problem ohne Wechselwirkung;
man hat nur die Ein-Teilchen-Zustinde des ruhen-
den Potentials unter Beachtung des Pauri-Prinzips
zu besetzen.

Verschwindet 2! der Erwartungswert des Gesamt-
drehimpulses L, fir o =0

<LI>0:09 (9)

so wird der Erwartungswert von L,=L,” in erster
Naherung proportional zur Winkelgeschwindigkeit w.
Das durch Gl. (1) definierte Tragheitsmoment kann
sofort berechnet werden und ergibt sich zu 3

- [{n|L]0)]?
@_22 EaEy

(10)
Das Tragheitsmoment hédngt natiirlich ab vom Zu-
stand | 0) des Systems fiir w=0. | 0) und |n) sind
Eigenzustinde fir ruhendes Potential, £, und E,
die entsprechenden Energiewerte; die Energiediffe-
renzen lassen sich auf solche zwischen Ein-Teilchen-
Energien zuriickfiihren.

Aus Gl. (10) folgt u. a., dal das Tragheitsmoment
des Grundzustandes fiir manche Potentiale!! im
Grenzfall sehr vieler Teilchen den Wert fiir starre
Rotation

Ou= [ (Tox1)? (1) &t (11)

19 Von der Energie und damit zusammenhingenden Frage-
stellungen handelt Anh. 1.

20 M. Born, Z. Phys. 40, 167 [1926]; M. Bor~ u. V. Fock, Z.
Phys. 51, 165 [1928].

21 Diese Bedingung ist in vielen Fiallen aus Symmetriegriin-
den erfiillt. Wichtige Ausnahme mit dem Gesamtdrehimpuls
Jz statt des Bahndrehimpulses L;: Das Potential ist dreh-
symmetrisch um eine zur z-Achse senkrechte Richtung; ein
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annimmt; o(1r) ist die Massendichte fiir ruhendes
Potential, 1, der Einheitsvektor in 2-Richtung (Dreh-
achse). Der Grenzfall vieler Teilchen mit Ferwmi-
Statistik entspricht dem Grenzfall grofler Quanten-
zahlen und sollte eine klassische Behandlung erlau-
ben; sie wird im folgenden Abschn. 2 gegeben. Die
grofle Teilchenzahl gestattet dabei die Verwendung
von Begriffsbildungen der statistischen Mechanik,
insbesondere der Dichte im Phasenraum. Eine solche
Behandlung fithrt in der Tat unabhéngig von der
speziellen Gestalt des Potentials auf das Tragheits-
moment starrer Rotation. Wir untersuchen nicht die
Frage, wie groBl die Teilchenzahl sein muf}, damit
diese Aussage in guter Ndherung richtig ist.

2. Klassische Behandlung

Die Bewegung eines klassischen Systems unabhén-
giger Teilchen in einem ruhenden Potential V(1)
1aBt sich formulieren mittels einer Hamirron-Funk-
tion, die eine Summe von Ein-Teilchen-HamirTon-
Funktionen nach Gl. (2) ist. Im Grenzfall grofler
Teilchenzahlen 1aBt sich der Grundzustand trotz
des dort wirksamen spezifisch quantenmechanischen
PavLrr-Prinzips klassisch (oder eigentlich statistisch-
mechanisch) beschreiben: Die Dichte 6, im Phasen-
raum mit dem Volumenelement? (2 )3 d3r d3p
héngt nur ab von der Ein-Teilchen-Energie ¢ (dem
Zahlenwert von h), und zwar in solcher Weise, daf

0o(€) = {(1)} fiir ¢ {;} &p (12)
(wechselwirkungsfreie Fermionen bei der Tempera-
tur null). Die Fermi-Energie ¢ ist dadurch be-
stimmt, daf}

(27) 73 [0(c) dr dPp=4, (13)

wobei 4 die Zahl der Teilchen ist. Da die Phasen-
raumdichte 6y nach Gl. (12) nur von der Ein-Teil-
chen-Energie ¢ abhangt, der Betrag der Geschwin-
digkeit b an einem festen Raumpunkt v durch ¢ vol-
lig bestimmt ist und da ferner

d3r d3p=m? d®r d3p (14)

Zustand mit Drehimpulskomponente *3 in dieser Rich-
tung ist einfach besetzt und die Wellenfunktion ist in an-
gemessener Weise symmetriert. Es tritt die iibliche Ent-
kopplungskonstante (decoupling constant) auf; A. Bonr u.
B. R. MortEeLson, Dan. Mat. Fys. Medd. 27, Nr. 16 [1953].
Fiir eine einzige Sorte von Teilchen mit Spin null; andern-
falls treten hier und in einigen spiteren Beziehungen ele-
mentare Gewichtsfaktoren auf.

22
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ist, folgt isotrope Geschwindigkeitsverteilung in je-
dem Raumpunkt. Der Wert?* des Bahndrehimpul-
ses & des Gesamtsystems kann durch ein Integral
des Ein-Teilchen-Bahndrehimpulses [ mit o4 (¢) als
Gewichtsfunktion (A-facher Scharmittelwert) 24 dar-
gestellt werden

f=(27) 73 [log(e) Prd¥p=A(l), (15)

Wegen Isotropie der Geschwindigkeitsverteilung
folgt 2

(1)4=0. (16)

Dreht sich das Potential mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit w, hat man also ein in bestimmter
Weise zeitabhingiges Potential, so empfiehlt sich
die Einfiilhrung neuer kanonischer Variablen26 1’

und )" durch

1=00) 1, p=D()Y, (17)

Der Tensor zweiter Stufe @ (¢) ist definiert durch

D) =1, DB =wixD(l) (18)
(I = Einheitstensor) . Diese kanonische Transforma-
tion ist zeitabhédngig; die Hamicron-Funktion A &n-
dert sich in

P ire) —ol,

2m

= (19)

mit zeitlich konstantem Potential V' (1”) ; vgl. Gl. (8)
(s. a. Anm. 27). Der Zahlenwert ¢ von A’ ist zeitlich
konstant; er ist auBler fiir w =0 nicht die Energie
und soll fiir w0 als Pseudoenergie bezeichnet
werden. Der korperfeste Impuls p” geht aus dem
raumfesten P durch eine Drehung hervor. p ist da-
her nicht bis auf den Massenfaktor m gleich der Ge-
schwindigkeit 1" im korperfesten System; vielmehr
gilt

P=m +oryxr). (20)

23 Wegen der zeitlichen Schwankungen dieser Grofle ist
eigentlich eine glattende zeitliche Mittelung erforderlich;
die Schwankungen diirften mit zunehmender Teilchenzahl
abnehmen.

24 Spitze Klammern bedeuten in Abschn. 2 und 3 Scharmittel-
werte von Ein-Teilchen-Variablen.

25 Dies ist offenbar das Analogon zu Gl. (9). Die in Anm. 2!
erwihnten Abweichungen sind quantenmechanischer Natur
und treten im klassischen Problem nicht auf.

26 Dies ist genau das Analogon zu den Gln. (3) und (4) ; die
dort gewdhlte Schreibweise ist im klassischen Fall jedoch
nicht moglich.

27 Beweis fiir die klassische Hamirton-Funktion in Anh. 2.

28 Diese Gleichung diirfte unmittelbar einsichtig sein. Eine

mehr an die quantentheoretische SchluBweise anschlie-
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Fiir die z-Komponente des Drehimpulses folgt damit
L=1=1-(t"x ) =m{1p- (1" x0") + 0 (1y x ')} .

(21)
Driickt man schlieBlich ¢ durch t" und b’ aus, so
folgt vermoge Gln. (19) und (20)

&= ';’ p'2— % W (Lo x )2+ V().

(22)
Da 0 nur quadratisch vorkommt, bestimmen 1" und
¢ zusammen den Betrag der Geschwindigkeit im
korperfesten System auch bei w & 0 eindeutig.
Wird das zunédchst ruhende Potential adiabatisch
in Bewegung gesetzt, so geht eine Teilchenbahn der
Energie ¢ in eine solche der Pseudoenergie ¢’ iiber,
wobei in niedrigster Niherung ¢ =¢ ist; die Abwei-
chung ist erst von der Ordnung w?. Es gilt namlich ®

’

£—e=—wl+0(w?), (23)

wobei der Querstrich einen zeitlichen Mittelwert iiber
die ungestorte Bahn, d. h. bei w =0, bedeutet. Er-
setzt man das zeitliche Mittel tiber eine Bahn durch
das Scharmittel tber Bahnen gleicher Energie, so
folgt nach Gl. (16) 2°

I:=10. (24)
Eine Energieschale zur Energie ¢ im Phasenraum
der Variablen 1t und D geht also in eine Pseudo-
energieschale mit ¢ —=¢ im Phasenraum der Vari-
ablen 1" und )" iiber. Das Volumen der Energie-
schalen bleibt dabei in linearer Naherung beziiglich
w erhalten; das sieht man sofort., wenn man statt 1’
und " die Variablen 1" und b’ einfiihrt, beachtet,
dall Gl. (14) auch fur gestrichene Variablen richtig
bleibt und beriicksichtigt, dal der Zusammenhang
zwischen &', 1" und b’ nach Gl. (22) erst in der zwei-
ten Ordnung vom Zusammenhang fir w=0 ab-
weicht. Fir die Verteilungsfunktion o, bei der Win-

Bende Argumentation verlduft folgendermaBien: 1. Bei
einer adiabatischen Anderung #ufBerer Parameter bleiben
die Werte der Wirkungsvariablen ungeindert (Adiabaten-
prinzip der klassischen Mechanik); 2. Storungsrechnung
bei festen Werten der Wirkungsvariablen fiihrt gerade auf
Gl. (23); vgl. M. Borx, Vorlesungen iiber Atommechanik,
Springer-Verlag, Berlin 1925. — Fiir die Giiltigkeit von
Gl. (23) ist vorausgesetzt, daf} keine sikularen Storungen
auftreten; insbesondere darf das Potential wie im quan-
tenmechanischen Fall nicht rotationssymmetrisch um die
z-Achse sein.

29 Man beachte, dafl Gl. (16) richtig ist fiir jede nur von &
abhiangige Verteilung, also auch bei Mittelung auf der
Energieschale [0(e) x d(e—¢g)] .
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kelgeschwindigkeit w gilt daher in linearer Nahe-
rung beziiglich w, daB sie allein von der Pseudo-

energie ¢ abhingt, und daB sogar
0u(e') =0y(e) fiir ¢ =&

(25)

ist. In den Variablen 1" und V" ist die Verteilung
wegen Gln. (22) und (14) in erster Naherung von
o unabhingig.

Fir den Wert der z-Komponente des gesamten
Bahndrehimpulses gilt gemafl Gl. (21)

Li=A(l;)o=Am(1y- (¥’ XV) )0
+w Am{(Tyx1)?)..

(26)

Der erste Term auf der rechten Seite hangt nur iiber
die Verteilung 0. (¢") von der Winkelgeschwindig-
keit ab. Fiir die Auswertung dieses Terms ist daher
entscheidend, daB der Scharmittelwert bei der Win-
kelgeschwindigkeit « durch einen solchen bei w =0
ersetzt werden darf, wenn die Variablen 1’ und b’
verwendet werden; statt der gestrichenen sind dann
natiirlich ungestrichene Variablen zu schreiben. Ge-
mal Gl. (16) folgt nun sofort, dafl der erste Term
verschwindet. Der zweite Term fithrt auf das Trag-
heitsmoment starrer Rotation nach Gl. (11), wenn
die Massendichte 0,(r) im ruhenden Potential durch

00(r) =m(270) 73 [0, (e) dBp (27)

t fest

eingefithrt wird. Das sollte bewiesen werden.

3. Bohr—van-Leeuwensches Theorem

Bewegt sich ein geladenes Teilchen unter dem Ein-
flul eines zeitlich konstanten Magnetfeldes, das aus
einem Vektorpotential (1) abgeleitet werden kann,
so ist der Zusammenhang zwischen kanonischem

Impuls p und Geschwindigkeit b gegeben durch
p=mu+ > A(x) . (28)

Fir ein homogenes Magnetfeld der Stirke H in
z-Richtung kann man setzen

A(r) = ';1 T X,

Mit diesem Vektorpotential erhalt Gl. (28) grofle
Ahnlichkeit mit Gl. (20) ; abgesehen davon, daB} in

(29)

30 Genau genommen gibt es hier @hnliche Komplikationen
wie bei dem rotierenden Potential: Obiges ¢ ist die Ener-
gie des Systems im gegebenen dufleren Feld, d. h. die zur
Aufrechterhaltung des Magnetfeldes erforderliche Energie
ist fortgelassen (eine bewegte Ladung ruft eine Induk-
tionsspannung in der fernen stromdurchflossenen Spule
hervor, die das Magnetfeld erzeugt).
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Gl. (20) gestrichene Variablen stehen, ist fiir einen
Vergleich beider Ausdriicke

w=eH[2mc (30)

zu setzen. Die Hamirton-Funktion A fiir die Bewe-
gung eines geladenen Teilchens in einem Potential
V(r) unter dem Einflul des Magnetfeldes wird

(e H)?

2

h= ip2_ il.r‘*‘

2m 2mc

(Tox1)2+V(1).
(31)
Bis auf das in H quadratische Glied stimmt die
Hamivton-Funktion mit der in Gl. (19) gegebenen
tiberein, wenn man » gemaf Gl. (30) wahlt (Larmor-
sches Theorem). Driickt man den Zahlenwert von A,

die Energie3® ¢, durch Ortsvektor T und Geschwin-
digkeit b aus, so erhélt man

e=Imp2+V(1).

8mc

(32)

Das stimmt mit Gl. (22) nicht genau iberein; die
Abweichungen sind aber erst von zweiter Ordnung
in w . Vor allem aber gilt auch jetzt, daf} der Betrag
von b durch T und & bestimmt ist.

Hat man nun ein System geladener Teilchen ohne
gegenseitige Wechselwirkung mit einer Verteilung o
im Phasenraum, die nur von der Ein-Teilchen-Ener-
gie ¢ abhingt, so ist die Geschwindigkeitsverteilung
in jedem Raumpunkt nach der in Abschn. 2 durch-
gefiithrten Uberlegung isotrop 3. Daraus folgt nach
der in Zusammenhang mit Gl (16) verwendeten
SchluBBweise insbesondere, dal das magnetische Mo-
ment

M(H) = 5 A(txb)g (33)

dieses Systems geladener Teilchen verschwindet. Dies

ist, uiblicherweise fiir
o(¢) x exp(—¢/kT) (34)

(Borrzmann-Statistik) formuliert, das Theorem von
Bonr und van Leeuwen®. Im Prinzip bleibt das
Theorem fiir andere (etwa der Fermi-Statistik ent-
sprechende) Verteilungen o(¢) giiltig; von der ma-
gnetischen Fragestellung her ist das aber nicht in-
teressant, weil das Boar—van-LEcuwensche Theorem
schon fiir BoLtzmann-Statistik durch Quanteneffekte
ungiiltig gemacht wird 32.

31 Dabei wird wieder Gl. (14) verwendet.

32 L. Laxpav, Z. Phys. 64, 629 [1930]. — Bei dem Problem
des Tragheitsmoments liefert bereits die klassische Rech-
nung (im Gegensatz zum Problem des Diamagnetismus)
ein nichtverschwindendes Resultat; die von Lanpau ent-
deckte quantenmechanische Korrektur spielt daher keine
Rolle.
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Es bleibt noch der Zusammenhang zwischen die-
sem Theorem und der in Abschn. 2 gegebenen Ab-
leitung des Trédgheitsmoments zu untersuchen. Man
hat zunichst folgende Unterschiede: 1. Einer echten
Energie ®® im Falle des Magnetismus entspricht eine
Pseudoenergie im Falle der Triagheitsmomente. 2. Im
Falle der Tridgheitsmomente ist nicht priméir eine
Verteilung in der Pseudoenergie o.(¢) gegeben;
insbesondere ist keineswegs klar, dal der Grundzu-
stand durch die Grundzustandsverteilung im Sinne
der Fermr-Statistik zu beschreiben ist, wobei die
Energie durch die Pseudoenergie ersetzt wird 3. In
Abschn. 2 wurden die mit diesen Unterschieden ver-
bundenen Schwierigkeiten dadurch bewaltigt, daf}
(in Analogie zu unserer Deutung des quantenmecha-
nischen Verfahrens) derjenige Zustand aufgesucht
wurde, der aus dem Grundzustand im ruhenden
Potential durch adiabatisches In-Drehung-Setzen her-
vorgeht. Mindestens in der niedrigsten Néherung
beziiglich der Winkelgeschwindigkeit @ geht dann
eine (d. h. die der Fermi-Statistik fiir Temperatur
null entsprechende) Verteilung in der Energie ¢ iiber
in dieselbe Verteilung in der Pseudoenergie ¢". Die
bei der Ableitung des Bonr—van-Leeuwexschen Theo-
rems benutzten Schlisse, die auf der Isotropie der
Geschwindigkeitsverteilung beruhen, lassen sich,
wenn Gl. (20) bzw. die daraus hervorgehende Gl.
(26) beachtet wird. ubertragen auf den Nachweis,
dafl man das Tragheitsmoment starrer Rotation er-
halt.

Das Bour—van-Leeuwensche Theorem ist nicht auf
die niedrigste Naherung in der magnetischen Feld-
stairke H beschriankt. Es scheint, daf} das Analogon
fir Drehbewegungen ebenfalls allgemeiner gilt, ob-
wohl fir die Modellberechnung von Tragheits-
momenten der Atomkerne zundchst nur die erste
Naherung interessant ist. In Analogie zu Gl. (23)
hat man allgemein

dé’/dw = —1,, (35)
wobei das Zeitmittel bei der Winkelgeschwindig-
keit @ zu bilden ist. Nimmt man an, daf} die Vertei-
lung 6., bei der Winkelgeschwindigkeit » nur von &
abhdngt und ersetzt wie friher Zeitmittel durch
Scharmittel, so folgt. daf} die rechte Seite von Gl.

33 Dem entspricht, dal auch bei dem quantenmechanischen
Problem nicht unmittelbar eingesehen werden kann, warum
die Eigenlosungen zu GIl. (8) physikalisch besonders in-
teressant sind.

TRAGHEITSMOMENTE NACH INGLIS

(30) auller von der Winkelgeschwindigkeit nur von
der Pseudoenergie ¢ (und nicht von der speziellen
Bahn) abhéngt. Zwar kann man jetzt nicht mehr
zeigen, dal} sich das Volumen der Energieschale bei
einer infinitesimalen Anderung von o nicht éndert;
man wird aber annehmen diirfen. dafl die Verdiin-
nung (oder Verdichtung) der Bahnen im Phasen-
raum in einer so regellosen Weise erfolgt, dalj man
auch bei infinitesimaler Anderung von o eine nur
von ¢ abhingige Verteilung behilt. Die Geschwin-
digkeitsverteilung bleibt damit isotrop; in Gl. (26)
verschwindet immer noch der erste Term und man
erhilt das Trigheitsmoment der starren Rotation,
aber mit der Dichteverteilung 0.,(1") bei der Winkel-
geschwindigkeit « und nicht bei w =0.

Uberlegt man das Verhalten des Systems bei Um-
kehr der Bewegungsrichtung (Zeitumkehr). so folgt
iibrigens, dal} ¢ eine gerade Funktion der Winkel-
geschwindigkeit o ist

g =c+a;(e) 0 +ay(e) wr+... . (36)

Das ist der tiefere Grund dafiir, dall wir in erster
Néherung keine Abweichung der GroBe ¢ von ¢ er-
hielten 34,

Herrn V. F. Weisskopr danke ich fiir eine briefliche
Diskussion und fiir die groBziigige Genehmigung, un-

veroffentlichte Uberlegungen aus seinen Vorlesungen zu
verwenden.

Anhang 1

Energie, Pseudoenergie und Drehimpuls

Die Energie ¢ eines quantenmechanischen Ein-Teil-

Eer g -

chen-Zustandes ist im Gegensatz zur Pseudoenergie ¢
als Erwartungswert von

p?2

+V(@)y=h+wl, (A. 1)
2m

gegeben. Fiir die Gesamtenergie (Summe der Ein-Teil-
chen-Energien) gilt daher

E(w) =E () +w L;(w) (A.2)

mit E'(w) als Summe der Ein-Teilchen-Pseudoenergien
und L, (w) als Erwartungswert

L:(0) ={Lz)w- (A.3)
Kennt man E’ (), so 1dBt sich auch L,(w) berechnen;

34 Vgl. Gln. (23) und (24) und die dabei gegebenen Erldu-
terungen.

35 Elementarer Beweis mittels Storungsrechnung erster Na-
herung.
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man hat nimlich 3°
L:(w) = —dE' (w)/dw . (A.4)

Differenziert man Gl. (A.2) nach der Winkelgeschwin-
digkeit @ und beachtet Gl. (A. 4), so folgt

dE (w) /dow =w-dL;(w)/dw (A.5)

als Beziehung zwischen der Energie (nicht der Pseudo-
energie) und dem Drehimpuls. Diese Beziehung war zu
erwarten fiir ein System, in dem Energie und Dreh-
impuls allein durch die Winkelgeschwindigkeit @ be-
stimmt sind; eine solche eindeutige Abhiangigkeit von w
hat man sicher dann, wenn die Zustinde verschiedener
Winkelgeschwindigkeit durch adiabatische Anderung
der Winkelgeschwindigkeit auseinander hervorgehen 36,

Gl. (A.5) gilt auch bei klassischer Behandlung der
Teilchenbewegung, allerdings nur, wenn eine glittende
zeitliche Mittelung vorgenomen wird. Die Energie ¢(w)
der einzelnen Bahn im rotierenden Potential ist nicht
zeitliche Mittelung vorgenommen wird. Die Energie ¢ (w)
dem zeitlichen Mittelwert der in Gl. (A. 1) angegebenen
GroBe. Fir die zeitlich gegldttete Gesamtenergie gilt
daher wiederum Gl. (A. 2). Andererseits folgt Gl. (A. 4)
jetzt sofort aus Gl. (35).

36 Auch bei wirbelfreier Stromung sind Energie und Dreh-
impuls durch die Winkelgeschwindigkeit @ eindeutig be-
stimmt; auch dort gilt daher Gl. (A.5) (V.F. Weisskorr,
a.a.0.).

Anhang 2

Kanonische Transformation auf das korperfeste System

Die kanonische Transformation Gl. (17) kann aus
einer Erzeugenden

f,p' ;) =t-D() -p (A.6)
p=2f/Cr, t'=3f/3p’ (A.7)

hergeleitet werden. Zur Bestitigung der zweiten Gl
(A.7) muB man beachten, daf} 37

1 d(t)y=071(t) -t (A.8)
ist. Die kanonische Transformation ist zeitabhingig; die
Hamicron-Funktion ist daher gemél

' =h+23f/Ct (A.9)
abzudndern. Nun folgt unter Verwendung der zweiten
Gl. (18), der zweiten Gl. (17), sowie elementarer Vek-
toralgebra

3ffct=t-D(t) p=wr-(toxp) = —wl . (A.10)

Damit fithrt Gl. (A.9) aber sofort auf Gl. (19), wenn
man noch beachtet, da} [, =1," ist.

mittels

37 @ (t) erzeugt eine Drehung, wird also durch eine ortho-
gonale Matrix dargestellt.

Zum Polarisationspotential fiir Elektronen im Feld eines Atoms

oder Atomrumpfes

Von HerLmut REEH

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 15 a, 377—397 [1960] ; eingegangen am 11. Februar 1960)

The polarisation potential acting on an electron (or positron) in the field of an atom or ion is
calculated. Neglecting the exchange between the core and valence electrons, the wave function @
of the core is written as @=®,+ 7, where @, is the unperturbed core wave function, and y cor-
responds to the perturbation of the core by the valence electron, and is required to be orthogonal
to @,. Then eq. (7) gives the expression for the polarisation potential. The perturbation y of the
core is calculated from a stationary perturbation theory of first order [eq. (11)] for hydrogen-like
core orbits of principle quantum number 1 and 2; the corresponding polarisation potentials are cal-
culated and are shown in Fig. 1, 2 and 3 (sec. 5). An approximation for many electron cores is given
in sec. 6 and applied to helium- and neon-like core configurations (Fig. 4) ; simple analytical approxi-
mations of the polarisation potential are given for these cases. The results for Si** are discussed and
compared with the results of other authors (sec. 7). The last section of the paper contains some
critical remarks on the stationary approximation. It is shown that the influence of the “kinetic terms”
enlarges the polarisation effects, contrary to the usual supposition. — An appendix contains a deri-
vation of an expression for the polarisation potential acting on two valence electrons for large
distances from the core.

Bei der Berechnung der Wellenfunktionen von
Elektronen im Feld eines Atoms oder Ions mochte
man die Wechselwirkung dieser Elektronen! mit der

1 Im folgenden sagen wir dazu Valenzelektronen, wollen da-
bei aber den Fall kontinuierlicher Zustinde einschlieSen.

Elektronenhiille des Atoms oder Ions? beriicksichti-
gen. In vielen Fallen kann man voraussetzen, daf3
diese Wechselwirkung abgesehen vom Abschirmungs-

2 Im folgenden sprechen wir von der Rumpfhiille und den
Rumpfelektronen, wollen aber den Fall eines neutralen
Atoms mit einschlieen.



